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Introducción 
La miniaturización de los artefactos electrónicos y las investigaciones científicas que los hace posible 
e-xige cada vez más equipos que eliminen la mayor cantidad de ruidos o vibraciones mecánicas espuria,..,. Los 
antiguos griegos pensaban que los átomos eran partículas indivisibles, la última frontera de la manifestación de 
la materia; hoy día, cuando se conoce que el átomo no es indivisible, que está constituido por varias partículas 
fundamentales y que gracias a la mecánica cuántica hemos llegado a comprender parte de sus comportamientos 
"erráticos", los cient íficos se acercan cada vez más a la posibilidad de manipularlos individualmente, lo cual 
implicaría que serían capaces de ubicarlos en lugares específicos al acomodo del investigador. Todos estos 
procesos de construcción de artefactos cada vez más pequeños y la manipulación de los átomos y moléculas 
individualmente requieren equipos que obligatoriamente eliminen los ruidos del medio ambiente cotidiano, 
incluyendo las vibraciones mecánicas provenientes de los automóviles, construcciones de edificios, minas de 
todo tipo y por supuesto de las vibraciones propias del planeta Tierra como sismos o una simple marea. 
Para hacernos una idea de la importancia de evitar las vibraciones espurias imaginemos el siguiente 
ejercicio. Se quiere ensartar un hilo de 1 mm de espesor en una aguja con un ojal de 3mm, esta tarea se 
puede realizar sencillamente con las dos manos. Ahora, en lugar de una aguja con un ojal de 3 mm se tiene 
un ojal de 2 mm, esto quiere decir que sólo se puede tener un margen de oscilación de tan sólo ±0,5 mm, un 
poquito más y ya no sería posible ensartar la aguja, seguramente esta tarea no resultaría tan fácil realizarla a 
simple vista y con las dos manos. Imagine lo engorroso que resultaría la tarea si el ojal fuera de 1,5mm. En 
esas circunstancias podríamos fijar la aguja en un carril y el hilo en un carro que se deslice sobre el carril y 
acercarlo hasta ensartar la aguja. Obviamente las vibraciones no deben sobrepasar ±0,25 mm, de lo contrario 
sería mucho más difícil realizar la tarea. Si estas dificultades se presentan con elementos macroscópicos 
imagínese lo que pasaría a nivel microscópico, a esas escalas, los elementos que en mwstro entorno cotidiano 
que consideramos neutros eléctricamente , ya no lo son, posiblemente estén polarizados, lo cual obliga a 
considerar fuerzas eléctricas y no despreciarlas como en una primera aproximación macroscópica. 
Como respuesta a la necesidad de eliminar la mayor cantidad de vibraciones mecánicas espurias, en este 
documento se presenta el diseño y la simulación de un sistema inspirado en la física de aceleradores de 
partículas que en tan sólo 2 segundos es capaz de llevar una oscilación de 1 mm de amplitud a 0,1 mm, 
es capaz de sostener un peso superior a 13 kg-f y debido a su principio de funcionamiento electromagnético 
puede ser introducido en cámaras de vacío, a diferencias de los sistemas neumáticos o hidráulicos que dejarían 
de funcionar si se introdujeran en una cámara de est as. 
El dispositivo de eliminación de vibraciones mecánicas aquí presentado podría ser empleado, entre otras 
cosas, para mont ar bancos ópticos, en el crecimiento de películas delgadas, para aislar vibraciones sísmicas, y 
en todas aquellas aplicaciones que requiera una reducción considerable de todo tipo de vibraciones mecánicas 
de una manera rápida y eficiente. Los equipos tradicionales de eliminación de vibraciones mecánicas, por 
ejemplo, son del tipo hidráulico y /o neumático, con ellos se logran eliminar una amplia gama de frecuencia,<;, 
sin embargo, no se pueden int roducir en cámaras de vacío, pues las bombas de evacuación extraerían sus 
fluidos, dejando al equipo inservible y las muestras experimentales contaminadas. El dispositivo presentado 
aquí, por su carácter netamente electromagnético, si puede ser introducido en cámaras de vacío, y como es bien 
sabido hay un gran abanico de posibilidades para emplear cámaras de vacío y dispositivos de eliminación de 
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vibraciones, por ejemplo, la manipulación de nanoestructuras, el crecimiento de películas delgadas especiales, 
etc . 
En el primer capítulo (antecedentes), se hace un recorrido por los diferentes sistemas que atenúan vi-
braciones mecánicas, también se revisa un trabajo de grado de la Universidad Nacional que fue pionero en 
la utilización de la física de aceleradores para construcción de sistemas que eliminan vibraciones mecánicas. 
El segundo capítulo presenta los elementos bá,..,icos de física mecánica y electromagnética que se tuvieron en 
cuenta para el diseño y la simulación del sistema anti-vibraciones. En el tercer capítulo se presenta el sistema 
de estudio como tal: las forma en que se calcula las fuerzas y torques en la espira debido a los dipolos y 
cuadrupolos. En el capítulo cuarto se presenta los resultados sobresalientes de la simulación. En el capítulo 
quinto hay una estimación de los cost os de los equipos que se requieren para la construcción de un prototipo. 
Además podemos encontrar tres apéndices para ampliar los procedimientos matemáticos y detalles de la 
simulación. 
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Figura 1.2: Resultados en dominio dd tiempo de tma pertubadón etl forma de un ptJlso. 
CAPÍTULO l. ANTECEDENTES 
Cuadro 1.1: Frecuencia,.., naturales de oscilación 
1 Ejes 1 Calculadas (Hz) 1 Experimentales (Hz) 1 
y 2.81 2.88 
z 4.20 3.88 
a 4.78 3.63 
f3 4.63 5.38 
1 1.82 2.00 
Como es de esperar hay unas frecuencias de resonancias en las cuales el sistema aumente considerablemente 
sus amplit udes cuando es perturbado por un comando e}..i:emo con frecuencia constante y conocida. La figura 
1.3 muestras los picos en donde se encuentra tales frecuencias y la figura lA la respuestas en el dominio del 
tiempo a esas perturbaciones. En los resultados de las investigaciones no reportan que el sistema se amortigüe 
en presencia en una oscilación o ruido constante, lo cual brinda una ventaja a nuestro sistema frente al de 
ellos, pues el que se presenta en este documento sí se amortigua en presencia de un ruido constante. 
1.3. Levitación con electroimanes e imanes permanentes 
Otra forma de obtener la levitación electromagnética es a través de electroimanes combinados con imanes 
permanentes (IP) , es así como los investigadores del Departamento de Ingeniería lVIecánica de la Universidad 
Nacional de Taiwan desarrollaron un dispositivo que combina electroimanes e imanes permanentes I13J. El 
sistema propuesto usa un arreglo de solenoide para mantener levitando otro arreglo de IP adherido a una 
placa como lo muestra la figura 1.5. El sistema cuenta con 29 IP circulares distribuidos en la plataforma 
de levitación de 140 x 140 mm y 37 solenoides fijos, alimentados individualmente para mantener siempre el 
control de la estabilidad del sistema. Cada solenoide tiene el aspecto que muestra la figura 1.6. La figura 
l. 7 nnwstra las respuestas del sistema cuando es estimulado por un pulso de un milímetro de amplitud. 
Podemos observar que las amplitudes de oscilación son mayores a los obtenidas por los invest igadores del 
"Tokuo Instit·ute of Technolog:IJ'-: además no se aprecia ningún amortiguamiento considerable que nos lleve a 
pensar que el sistema se estabilizará en algún instante. 
El empleo de de electroimanes redunda en una mayor capacidad de control del dispositivo de estabilización 
de vibraciones mecánicas, sin embargo, requiere un mayor "consumo" de energía eléct rica para alimentar los 
disposit ivos; a diferencia de los imanes permanentes, que no requieren energía eléctrica externa para producir 
su s campos magnéticos, sin embargo, cuando las plataformas son estimuladas continuamente, es decir, cuando 
el ruido mecánico persiste , el sistema de amortiguamiento es menos eficiente comparado con los dispositivos 
que emplean electroimanes. 
1.4. Métodos de simulación preliminares 
Para llegar al método definitivo de la simulación del sistema de estudio probamos con diferentes métodos 
conocidos en los libros de te}..i:os de mecánica analítica 18, 9, 22]. Iniciamos con el planteamiento dcllagrangiano 
del sistema para solucionar las ecuaciones de movimiento derivadas de la ecuación de Lagrange con métodos 
munéricos 
aL d aL ~--~~- =O j = 1,2, ... ,s 
aqj dt dcú ' (1.1) 
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Capítulo 2 
Elementos básicos 
2.1. Dinámica traslacional 
La simulación del movimiento de un cuerpo r ígido es un tanto parecida a la simulación del mo-vimiento 
de una partícula , así que iniciaremos con la simulación de una partícula. Establezcamos la función c(t) que 
denota la localización de la part ícula en el espacio en el tiempo t. La función iJ(t) = 2(t) = -ftc(t) da la 
velocidad de la partícula en el tiempo t. El est ado de una partíeula en el tiempo t puede ser descrito por su 
posición y velocidad [1]. Generalicemos este concepto definiendo un vector estado X (t) para un sistema, y 
para una part ícula tendríamos 
X(t) = ( ~~!~ ) (2.1) 
Para una sola partícula X(t) puede ser descrita por un "array" (arreglo) de seis números: tres para que 
representan a c(t) y los otros tres a iJ(t) . Para un sistema de partícula X (t) se puede ampliar a, 
c1(t) 
iJ1 (t) 
X(t) = (2.2) 
C'n(t) 
Vn( t) 
donde C'n(t) y vn(t ) son las posición y velocidad de la n-ésima partícula. 
Para simular el movimiento de mwstra partícula necesitamos conocer UIHh') cos<J...') m(J...'): l<h.., fuerz<J...') que 
actúan sobre ell<h.., en el instante t. Definiremos l<h.., función F(t) como la suma de todas l<h.., fuerza que actúan 
sobre la p ar tícula. Si la partícula tiene m<J...')a m, entonces el cambio de X (t) en el tiempo est á dada por, 
d d ( c(t) ) ( v( t) ) 
dt X (t) = dt iJ(t) = F(t) j m · (2.3) 
De este modo sobremos tod<h.., l<h.., posiciones y velocidades que estará la partícula, es decir , sabremos todos 
los estados futuros que ocupará la p artícula. 
2.2. Dinámica de cuerpo rígido 
El objetivo de esta sección es encontrar una ecuación análoga a (2.3) para un cuerpo rígido. Para hacer 
esto, sin embargo, necesitamos definir algunos conceptos y relaciones fundamentales. 
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2.2.1. Posición y orientación 
La loc;di;;raciún de una partkula en ¡J c:c:pacio y en ¡J ücrnpo t puede ~¡cr descrita (tm d vector C(t): qnc 
describe la traslttóú-n de la partícultt desde d origen. En un cuerpo rígidü es ttlg;o rnás ~~ompli~~ad(L pues 
adicional a c,;u traslación tenernos que expresar su roUtciún. Para localiznx un cuerpo rígido en d 
us;n·cmos d vcctnr 2(t): q•w d<'"Crihc la traslac1ún dd cuFrpo. Dchcmn" tamhi(:n dn:,cribir 1<1 rotac1ún d<'i 
cuiTpO, k> Cl!al ha.n:mi)C), p<.>r ahor;L en t(:rrnin(>S ck -cm a matriz rotación R(t) d(' 3 x 3. Lht.mar('m(>S a. c'(l:) y 
R(t) las vrJ-rútMe., C"J!Ucialu; de un cuerpo rígidü. 
t~n cuerpo rígido, a diferencia de -rma partícnla, oc-upa un vulumcn en d y tiene un forma pnrticula:r. 
Debido a que un cuerpo rígido súlo puede crufrir rotaciones y traslaciones. debemos definir lm sistema de 
referencia fijo e invariante en el cuerpo (J.Ue llamaremos r;spnr:io lor:al :;.: un si:cterna de referew:ia ubicado en 
labonftorio (l\Ji' ibnnarernos Cc<;,pm:io ulof;a[. D<1da la dn:,cripción genrndrica del c·~erpo en el espacio locaL 
po(le1nos u~-ar C(t) y R(t) par;1 transfon11ar ltt des~Tipción dd espacio lo~~;1l al esp;1cio glob;1l (ver figura 2.1). 
A fin de ecuaciones que vamos a 1tlilizar, que en la de:-:;cripción del cqcrpo 
r(gido en d e:c:pacio globaL ¡J Ct'ntn) de ma:c:a se u1cuentre en d origt'n (O,(\ O) dd :c:istenv1 loc;d Ct)mO lo 
nnKstra la fig-ura 2.1. Si aceptamos q-rw R(t) especifica nna rutación dd cuerpo alrededor dd centro de masa. 
entonces un vectür 1---:o(t) en el espttÓü local será rotado e-n despacio global de la fonntt R(t)To en d tiempü 
t. lg-tvdrnent(\ s1 Po es un p•mto arhitra-rio sobre Pi CW'rpo ri'gido, P:c:pacio locaL entonces la locahz<1ciún d<'i 
pnntl) p(t), asociado c<.>n d vedor r'._ ('n el es d r(':->ull-adl) d(' nna rotaciún de Po ;_dn:d('tl.>r dd 
orige11 :-- pnsterionnente un;1 traslttÓÚ1"l 
Espacio local 
(ubicado en el cuerpo) 
z' 
r(t) - R(t);a., + c(t) 
Espacio global 
(ubicado en el laboratorio) 
z' 
zté 
Figur:a 2.1: Sistem<1~> de rt'fen:_'TH:ia local:;.- global 
(24) 
Comn quiera que d centro de mas;1 del cuerpo reside en el origen, l:1 ubicación desde d esp;ü:io -~lobal dd 
cenlro de masa es dada direclamenle por i1(l). Eslo.J IhJ::> añadir un senlid•.J fisic..__, al veclor 
("Y(t), diciendo que C(t) e:c: la ubi¡_'aci(m de d centro de rnasa en d espacio glob<d en d tiempt) t. Podt'HlOS 
tambi{·n añadir m1 significado físico a R( t). Cunsidercmos el x en el cspaciu por ejemplo. el vectur 
(l. O, 0). En d tiempo f; e:->te vecl-or 1-iene la dirección 
/ l \ 
R(l) ! O ) 
\ () 1 
en el espacio glnhal. Si escrihimüc> exphcittn:nentc ltts ~)_Jmponentes de R(t) cnmo 
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( rxx ryx r zx ), R(t) rxy ryy rzy 
rxz ryz rzz 
(2.5) 
en ton ces 
0) ( Txx ) R(t) Txy Txz (2.6) 
que es la primera columna de R(t) . El significado físico de R(t) es que la primer columna de R(t) da la 
dirección en que el eje x del cuerpo rígido apunta cuando es transformado al espacio global. Similarmente, la 
segunda y tercera columna de R(t), 
son la,.., direcciones de los ejes y y z del cuerpo rígido en el espacio global como lo muestra la figura 2.2. 
R(t) = [x',y',z'] 
z 
Figura 2.2: Interpretación física de R( t) 
2.2.2. Velocidad angular 
Además de trasladarse, un cuerpo rígido también puede girar. Imaginemos sin embargo, que podemos 
congelar la posición del centro de masa en el espacio. Cualquier movimiento de los puntos del cuerpo sólo 
se debe al giro del cuerpo alrededor de algún eje que pasa a través del centro de masa. Podemos describir 
tal giro con el vector w(t). La dirección de w(t) da la orientación del eje alrededor del cual el cuerpo está 
girando. La cantidad w(t) es ampliamente conocida como velocidad ang·ular. 
Pero en la velocidad lineal las cantidades c(t) y v(t) están relacionadas de la forma v(t) = ftc(t). ¡,Cómo 
están relacionadas R(t) y w(t)? (Claramente, R(t) no puede ser w(t), pues R(t) es una matriz y w(t) es un 
vector). Sabemos que las columnas de R(t) las llamamos las transformadas de los ejes x, y, z del cuerpo en un 
instante t, est o significa que las columnas de R(t) deben describir la velocidad con que los ejes x, y, z están 
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Figura 2.3: Rdación entre R(t) y w(t) 
siendo transformados. Para mostrar la relación entre R(t) y w(t) examinemos cómo el cambio de un vector 
arbitrario en un cuerpo rígido está relacionado con la velocidad angular w(t). 
La figura 2.3 muestra un cuerpo rígido con velocidad angular w(t) y un vector r(t) en el tiempo t especi-
ficado en el espacio global. Supóngase que consideramos este vector fijo en el cuerpo, esto es, r(t) se m1.wve 
conjuntamente con el cuerpo a través del espacio global. Por lo tanto r(t) siempre indica, respecto al cuerpo, 
una dirección, independientemente de cualquier E1fecto de tra,..,lación. Para estudiar f(t) , descompongamos 
r(t) con los vectores a y b, donde a es paralelo a w(t) y bes perpendicular a w(t) , así que d extremo del 
vector r(t) traza un círculo cuyo eje es el vector w(t) (ver figura 2.3) . El radio del círculo es lbl. Dado que 
d m .. i:remo dd vector r(t) se mueve instantáneamente a lo largo del círculo, d cambio instantáneo de r (t) 
es perpendicular tanto a b como a w(t), y como la punta de r(t) tiene un movimiento circular, la velocidad 
instantánea de r(t) tiene magnit ud lbllw(t)l. 
Ya que by w(t) son perpendicularcs, su producto cruz tiene magnitud 
lw(t) x b'¡ = lbllw(t) l- (2. 7) 
d , , 
Al juntar todo lo anterior, podemos reescribir dtr(t) = w(t) X b. Sin embargo, dado quc r(t) =a+ by a 
es paralelo a w ( t) , tenemos que w ( t) x a = 6, y así 
:/(t) = w(t) x b' = w(t) x b' + w(t) x a= w(t) x (b' +a) (2.8) 
De este modo, podemos simplificar la expresión de la tasa de cambio del vector r (t) como 
i(t) = w(t) x r(t) . (2.9) 
Utilicemos el resultado anterior para saber la tasa de cambio de R(t). En el instante t, sabemos que la 
dirección dd ejc x de el cuerpo rígido en d espacio global es la primera columna de R(t) , que es 
( ~:: ) . 
Txz 
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En el in~tarüc t. la deri-vada de la. cohunna de R(l:) ('S la J-asa. de ca.mbil) ck i'Stí.' vcdor: 
utili7ando ltt rc_~ltt dd prüductü cnu- que acabtnnos de mosn·aL este ~~;m1biü es 
Ohvüuncnt<' lo rnisrno "e hace pan1 ntra" dos colurnnas. Esto significa (ruc podernos reescribir 
/ / - \ 
il(r) ~ ( w(t) x ( ~:~ ) ; (/ Tyc )\ (/ r,, ') )\ i:.!(t) X Tyy ; 0(t) X : 2 y 
\ Tyz \ · .z.z / 
(2.10) 
Calcnlar nna expresión como csUt ce,; engorroso. por dlo. para simplificar d a:.,;unto:_ nsarcrnos d ,¡,,,¡,,n!P 
';rn1:~·:· q~w hcrnos tornadn pn'st<1do de Gold"tcin j8]. S1 a y b snn dn" -.,-pctorn:, trülimcnsionaic", entonces 
a x b es C! ;.-cctur 
( ayhz ---- O:;by 1 -axb2 + acl•x axby ... aybx 1 
( ' o ) O;; ay 0:; (1 ----Ox 
\ -ay Ox (1 1 
Ent<.>nccs 
1 o 1 1 b. 1 Uy/J, 0 7 by \ ( ---a;; ay ( ) ( ) a'b' = a;; () Ox lj!.¡ U"- hz 1 a.,b,. = i2 X j;'. 
-Uy ax o 1 b, axby- Uybx 
(2 ll) 
Alllc>Vx ltt notación .::,¡m ~~~m ú..J, podernos rees~Tibir jt_(t) de la ecuación (2.10)c>endllamente ú}lHO 
1 1 Txx ) 1 Tyx \ 1 l'zx \ \ R(r) ~ 1 o.~(t)' 1 T:r:y ; uJ(t)" 1 Tyy ) w(t)• ( T:.;y 1 \ \ ' 1 \ Tx;;_ \ T Tzz ) y;; (2.12) 
Por las de multiplicación de matrices pudcmos facturizar ~..:..:(t)' 
( 1 l'xx ) 1 Tyx \ 1 Tzx ) \ R(r) ~ w(t)' ( T:r:y 1 Tyy ) ( Tzy ) \ Tx;;_ 1 \ T \ T;;_z 1 y;; 
que es una de mal riz-mal riz. Ob::;ervcmo:-> que l•.J::>lres veclo.Jres colummt.:-> forman nuev<wlCnle 
la matriz R(t), de rnodu í.JUe arrteriur nut: qut·da. 
Ji(r) ~ w(t)' R(t) 
que en1 la nJaci(m que ('St<Íbamos bu:c:cando entre R(t) y (;;(t). Huno~¡ utilizado};, cxpr:e~¡i(m u*b'- a X b' 
sólo partt reescribir la ecuación 10) y llegar a (2.1:3), que es 1xna fonna más elega-nte de escribir la vttriación 
en el de la mtüriz R(t). 
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2.2.3. Momento angular 
Resulta beneficioso utilizar el momento an,qularcomo variable de estado en lugar de la velocidad angular , 
pues el primero, en ausencia de torque , se conserva en la naturaleza, lo cual implica que en la mayoría de 
ocasiones simplifica los cálculos v la predicción de result ados. Así como para el momento lineal tenemos la 
relación P(t) = MiJ(t), similarm~mte, expresamos el momento angular total L(t) de un cuerpo rígido por la 
ecuación L(t) = I(t)w(t), donde I(t) es una matriz 3 x 3 (técnicamente un tensor de rango dos) llamado 
tensor de inercia. Este tensor describe cómo la m<J...'5a de un cuerpo se tribuye relativamente alrededor del 
centro de m<J...'la de los cuerpos. 
La relación entre la tiJ...'la de cambio del moment o angular L y el torque total 7 es sencilla: 
dL(t) _ ~() 
dt - T t ' 
similar a la relación del momento lineal y la fuerza 
2.2.4. El tensor de inercia 
dP(t) = F(t) 
dt 
(2.14) 
El tensor de inercia es el factor de escalado entre el momento angular L(t) y la velocidad angular w (t). 
En un tiempo dado t, sea r~ la posición de la i-ésima partícula desde el centro de m<J...'la c(t), de acuerdo a la 
figura 2A r~ = ri(t)- c(t). El tensor es expresado en términos de r~ como la matriz simétrica 
I(l) ~ ¿ ( ( 1 2 + 1 2 ) 1 1 -mir~x<z ) mi ríy ríz - míríxríy 1 1 ( 1 2 + 1 2 ) 1 1 (2.15) -míriyrix mí ríx rí z - miriyríz -míT~z T~X 1 1 ( 1 2 + 1 2) - m iTíz riy mi Tíx riy 
Figura 2.4: Tensor de inercia 
y dado que , 
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entonces, 
r1r1 T = r 
( 
T~1·x ) 
t t >y 
I(t) 
<z 
mir~x 2 
1 1 
-miriyríx 
-mír~z r~x 
L mi( (r~ T rD 1- <r~ T) 
L mi [ (R(t)roíl (R(t)roi) 1- (R(t)roi) (R(t)roíl] 
'L,mi [r&R(tf R(t)roi1- R(t)roír&R(tf] 
R(t) {'L,mi [(r&roi) 1- roír&J} R(tf 
1 J(t) = R(t)fcuerpoR(t? 1 
16 
(2.16) 
(2.17) 
(2.18) 
(2.19) 
(2.20) 
(2.21) 
De este modo obtenemos cómo varía el tensor de inercia respecto al sistema global a partir del pleno 
concimiento del tensor !cuerpo en el marco de referencia local del cuerpo y la matriz de rotación R(t). 
Generalmente podemos pensar en la cantidad !cuerpo como una const ante, lo cual facilita grandemente los 
cálculos1 . 
2.2.5. Velocidad de una partícula 
Cuando un cuerpo se m1.wve puede e}..lJCrimcntar velocidades debido a su rotación y / o a su traslación, 
por ello, para aportar elementos esclarecedores que serán de ut ilidad en las secciones siguientes, cuando 
presentemos el control electrónico en la dirección z, incluimos en esta sección una corta deducción de la 
velocidad de una partícula o pequeño segment o de espira de cobre. La velocidad ií(t) de la i-ésima partícula 
es obtenida derivando la expresión r(t) = R(t)i"oi + c(t): al usar R(t) = w(t)* R(t ), obtenemos 
Podemos reescribir lo anterior como 
f(t) 
f(t) = w* R(t)i"oí + v(t) . 
w(t)* R(t)i"oi + iJ(t) 
w(t)* (R(t)roi + c(t)- c(t)) + iJ(t) 
w(t)* (Ti(t)- c(t)) + iJ(t) 
(2.22) 
(2.23) 
Recordemos que w(t)*a = w(t) X a, para cualquier vector a. Usando esto podemos simplemente escribir 
1 Las ecuaciones que están encerradas con un recuadro son utili zadas explícitamente en la programación del simulador. El 
lector que intente entender el código del programa le recomendamos que se remita a las secciones de este documento donde se 
muestra cada una de las ecuaciones relevantes para la puesta en marcha de las simulaciones. 
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i(t) = w(t) x (Ti(t)- c(t)) + v(t). (2.24) 
Notemos que quedan por separado en dos componentes la velocidad debido a la rotación w(t) x (fi(t) - c(t)) 
y la velocidad debido a la traslación iJ(t). La ecuación anterior es de utilidad para estabilizar la espira con el 
cont rol electrónico que se mostrará en la sección 3.2. 
2.2.6. Rotaciones con cuaterniones 
Hay una mejor manera de representar la orientación de un cuerpo rígido que usando una matriz de rotación 
3 x 3. Por diferentes razones, un c·uaternión ·unitario, una cantidad de cuatro elementos cuya magnitud es 
uno, es mejor selección que una matriz de rotación [1, 16, 12]. Para la simulación de cuerpo rígido, la razón 
más importante para evitar d uso de mat rices de rotación se debe a la deriva numérica. Supongamos que 
hacemos un seguimiento de la orientación de un cuerpo rígido de acuerdo con la fórmula 
R(t) = w(t)* R(t). (2.25) 
A medida que actualizamos R(t) usando la fórmula (es decir, a medida que integramos esta ecuación), 
inevit ablemente se encontrará con la deriva. El error munérico se acumulará en las entradas de R(t) de modo 
que R(t) ya no será precisamente una mat riz de rotación. Gráficamente, el efecto sería que la aplicación de 
R(t) a un cuerpo podría causar un efecto de sesgo o una ligera rotación indeseada. Este problema puede 
aliviarse mediante la representación de hh'3 rotaciones con cuaterniones unitarios. Dado que los cuaterniones 
sólo tienen cuatro parámetros, sólo hay una variable adicional que se utiliza para describir los tres grados de 
libertad de la rotación. Por el contrario, la matriz de rotación que hemos present ado en este documento utiliza 
nueve parámet ros para describir tres grados de libertad , por lo t anto, el grado de redundancia es sensiblemente 
menor en cuaterniones que con matrices de rotación2 . Como resultado, los cuaterniones experimentan mucho 
menos deriva que las matrices de rotación . Si llega ser necesario tener en cuenta la deriva en un cuaternión, es 
porque el cuaternión ha dejado de ser unitario. Esto es fácilmente corregible nmormalizando el cuaternión a la 
unidad de magnitud. Debido a est<h'3 dos propiedades, es conveniente representar la orientación de un cuerpo 
directamente como una cuaternión unitario q(t) . Sin embargo, a pesar de utilizar un cuaternión unitario 
para expresar la orientación del cuerpo rígido, aún es necesaria la matriz R(t) para calcular otras variables 
que llamaremos variables a·u~:iliares en la simulación. Adicional a lo anterior , los cuaterniones también evitan 
el problema de las indeterminaciones¡¡ cuando los ejes x 3 y x~ de la figura 2.5 son paralalos . 
.. , 
Figura 2.5: Cuando el ángulo B es igual a cero se presenta una indeterminación al utilizar los métodos de 
Euler y Lagrange 
2 La matriz de rotación t ambién se puede escribir con la t res ángulos de Euler, lo cual sería tan sólo tres variables para descr ibir 
la rotación de un vector tr id imensional, sin embargo , en este documento NO hacemos referencia a ella , sino a exclusivamente la 
presentada en esta sección . 
a cuando se utiliza el método de Euler es necesario emplear la matriz de rotación ( jl;~ 
sín'lj; 
indetennina cuando () = O. 
cos'lj; 
- sín'lj; 
cot()cos'lj; 
~ ) , cuyo valor se 
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La razón para que el cuaternión sea unitario en la,.., rotaciones es la siguiente. Recordemos que un cuaternión 
se puede expresar como la combinación de un escalar y un vector 112] así: 
q = (qo + 0 (2.26) 
y si su norma es 1 
(2.27) 
Sin embargo, dado que para cualquier ángulo e sabemos que 
debe haber algún ángulo B tal que 
2() 2 cos = q0 
y 
Ahora expresaremos el cuaternión q respecto al ángulo B. Supóngase que definimos un vector unitario u, 
que representa la dirección de q, 
" if if u=~=~~ 
lcJ1 sine· 
Entonces podemos escribir el cuaternión q de (2.26) en términos del ángulo B y el vector unitario u como 
q = qo + if = cose + usi nB (2.28) 
Sin embargo, cuando se realiza una rotación de esta manera se rota el doble dd ángulo, es decir 2B, por 
lo que resulta conveniente escribir el cuaternión como 
q = cos (B/2) + usín (B/2). (2.29) 
z 
y 
X 
Figura 2.6: Rotación con cuaternión 
CAPÍTULO 2. ELE?-.~íENTOS BÁSICOS 19 
La figura (2.6) muestra el vector unitario u y el ángulo de rotación B. Si no dividiéramos el ángulo en dos, 
el resultado de la rotación sería el doble. 
Si q1 y q2 indican rotaciones, entonces q2q1 representa la rotación compuesta de q1 seguida q2, entonces 
decimos que hay una secuencia de rotaciones [12]. En el apéndice A se encuentra el álgebra de cuaterniones 
adecuada para esta sección. 
Como nuestro interés es reemplazar la matriz R(t) por un cuaternión q, la ecuación de rotación (2.25) 
con la matriz R(t) la podemos intercambiar ahora por 
q( t) = ~w (t)q( t) (2.30) 
donde la multiplicación w(t)q(t) representa la forma corta de escribir el producto [0, w(t)] y q(t). Notemos 
la similitud entre Ia.'l ecuaciones 2.30 y 
R(t) = w(t)* R(t) . 
La deducción de la ecuación (2.30) se encuentra más detalladamente en el apéndice B. 
2.3. Ecuación de movimiento 
Como lo rmmcionamos anteriormente, aún necesitamos variables a•uJ:iliares para implmmmtar nuestra 
simulación. Estas variables se calculan de la siguiente manera: 
v(t) = P~)) I(t) = R(t)IcuerpoR(t)T, y w(t) = I(t) - 1 L(t) (2.31) 
Finalmente podemos escribir un sistemas de ecuaciones, con las variables de estado, que exprese toda 
la dinámica de un cuerpo rígido, tanto la traslación de su centro de masa como su rotación a través de un 
cuaternión unitario: 
( 
c(t) ) ( v(t) ) !!:__X(t) = !!:__ ~(t) ~w~t)q(t) 
dt dt P(t) F(t) 
L(t) i(t ) 
(2.32) 
Todo lo que resta es determinar la,.., fuerzas y los torques que están actuando en el sistema, resolver el 
sistema (2.32) de ecuaciones diferenciales y mostrar los resultados en forma de gráficos, imágenes y vi deos. 
Capítulo 3 
Presentación del Sistema 
La figura 3.1 muestra las disposición de los componentes del sistema de estudio. El sistema de referencia 
global está orientado como lo indica la figura: el eje x en el sentido Sur, el eje y en el sentido Este y el 
eje z sale de la página del lector. Para plantear las ecuaciones sólo utilizaremos coordenadas cartesianas, 
además, todas las ecuaciones estarán referidas al sistema global de coordenadas descrito anteriormente, sólo 
si es necesario haremos referencia al sistema local o propio ubicado en la espira u otro componente. La espira 
atraviesa doce magnet os, cuatro dipolos y ocho cuadrupolos, que al interactuar con cada uno de éstos se 
produce una fuerza que puede hacer que la espira se tra.slade y / o rote alrededor de su centro de m<;t..sa. Los 
dipolos son los encargados esencialmente de sostener el peso de la espira y de la carga que se sitúe sobre 
ésta, y los cuadrupolos son los encargados esencialmente de garantizar la estabilidad del sistema, pues ejercen 
fuerzas recuperadoras que actúan como resortes. El amortiguamiento de las oscilaciones en la,.., direcciones x 
e y y alrededor del eje z se logra con tubos de inducción electromagnética que se describirán posteriormente. 
Las fuerzas y torques que están actuando sobre el sistema las podemos resumir de la siguiente manera: 
(3.1) 
(3.2) 
donde FD(t) y TD(t) es la fuerza y torque debido a los cuatro dipolos, Fq(t) y Tq(t) la fuerza y t orque 
debido a los ocho cuadrupolos, W d peso de la espira y Fa(t) y ia(t) la fuerza y torque de amortiguamiento 
que se logran al hacer mover un imán permanentre a travez de un tubo conductor no ferromagnético como se 
e},_lJlica en la sección 3.1A. Hay otras fuerzas como las debida a la inducción de corrientes eléctricas (corrientes 
de Foucault) en el material conductor de la espira al moverse dentro de los magnetos y la resistencia que 
ofrece el aire al movimiento que actúan en el sistema, sin embargo, estas fuerzas comparadas con las de la 
ecuación 3.1 son despreciables por sus órdenes de magnitud. Incorporarlas a la simulación sólo haría que se 
aumentase considerablemente el tiempo cálculo sin ganar mayores cambios en los resultados de la simulación. 
3.1. Fuerza en los cuadrupolos 
Ahora veremos con mayor detalle las funciones que realiza cada uno de los magnetos dispuestos en el 
arreglo de la figura 3.1. Iniciaremos con el cálculo de la fuerza en uno de los cuadrupolos, en este caso hemos 
elegido d magneto Este, luego veremos que estos cálculos los podemos generalizar para todos los cuadrupolos. 
Cuando una espira que sustenta una corriente eléctrica pasa a t ravés de un cuadrupolo e},_lJirementa una 
fuerza magnética que podemos escribir como: 
(3.3) 
20 
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donde Íe e:o la corriente en la e:opira, r el vector que no:o dice la direcdón y la longitud dd :oegmento de 
e:opira ":oumergido" en el campo magnético B. Es daro que si la forma dd campo magnético cambia, también 
lo hace la fuet7a. Para un cuadrupolo ideal e:ote campo magnético lo podemo:o e:ocribir a:oi 16, n]: 
( ~~.4) 
donde Kq es la constant(~ dd cuadrupolo y Y y Z son la<; <~oonlenada<; locales dd magneto m(~<lida<; 
n~pecto al centro del mi:omo como lo mtl(~tra la figura t2 
lk acuerdo a la figura ~~.2 si movemos d segmento <k (~pira a lo largo dd (üe Z vamos a obt(~ner una fuerza 
a lo largo de (~t(~ mi:omo eje, pero si la mov(~mos a lo largo del eje Y obtendremo:o con:oecu(~ntemente una 
fuen.a en la direcdón Y. Heemplaeemo:o momentáneamente el :oegmento de espira por un chorro de pal"tícula<; 
cargada<; positivament(~ qu(~ atravksan el <~uadrupolo, de acuerdo a la figura ~~-~~ la<; partícula<; que se muev(m 
en el plano XY tienden a un punto llamado foco (f), lo que a<;emeja a una lente delgada, por lo que podemos 
dedr que el cuadrupolo enfoca en el plano XY, pero las partícula<; que se mtwven en la plano X Z divergen 
<kl fo<~o anterior y entone(~ <kdmos que el cuadrupolo <l(~(~nfo<~a (~n (~(~ plano. En <~ondusión, un <~uadrupolo 
skmpre enfoca en un plano y <!(~enfoca en el plano perpendicular al plano de enfocamiento. 
3.1.1. Ecuación paramétrica de la recta 
Una recta (~tá determinada en R2 si e:opedfkamo:o su pendiente v uno de :ous punto:o . Por su parte, una 
n~cta (~Stá det(~nninada en R 3 si (~spdkamos su direcdón y uno de ;us punto:o. Sea b = (bx, by,bz)un vector 
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S 
(a) (b) 
Figura 3.2: cuadrupolo magnético 
no nulo (distinto de cero) en R 3 , y sea Po = (x0 , Yo, z0 ) un punto en R 3 (ver figura 3.4). Sean ao d vector 
asociado a P0 , y r el vector asociado al punto P. La recta l que pasa por P0y es paralela a b consiste de los 
puntos P = (x, y, z) tales que 
r = a0 + .Ab, ~ oo < .A < oo (3.5) 
La ecuación (3.5) se denomina cc'uación pararnétrica de la rect a l, ya que contiene d parámetro .A, al que 
podemos asignarle cualquier número real [10]. La ecuación (3.5) también la podemos escribir en término de 
sus componentes, como 
cuyas derivadas respecto a la .A son: 
X= ax + .Abx 
y = ay + .Aby 
z = az + Abz 
(3.6) 
(3.7) 
Podemos utilizar la ecuación paramétrica de la recta para reescribir la fuerza magnética mq)l·esada en 
la ecuación (3.3), esto nos facilita d cálculo munérico de las fuerzas y de los torques en cada uno de los 
magnetos. 
3.1.2. Determinación de la fuerza en los magnetos 
Para efectos de claridad en la presentación de las ecuaciones sólo mostremos el cálculo de la fuerza y 
torque sobre la espira debido al cuadrupolo Q2 E y d dipolo DE, las otras fuerz<J...'5 y torques se calcula de 
forma parecida. Tenemos que mqJI'esar explícitamente la forma del campo del cuadrupolo y luego hacer un 
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(a) (b) 
Figura 3.3: Cuadrupolo como una lente delgada. (a) Lente convergente, (b) lente divergente. 
z 
y 
X 
Figura 3.4: Recta en R 3 
cambio de variables con el sistema de ecuaciones (3.6) de la recta. El campo del cuadrupolo Q2E (en la 
posición Este) lo podemos escribir como1 
1 Recordemos que las letras mayúscula, en este caso Z, Y , indican que son coordenadas del sist ema pro pio o local del cuadrupo-
lo. 
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Figura 3.5: Espira que se traslada y rota 
(3.8) 
Ahora debemos expresar el campo (3.8) respecto al sistema global de coordenadas. Para ello ubicamos el 
cuadrupolo con el vector QE medido respecto al sistema global como lo muestra la figura 3.5, por lo que la 
ecuación (3.8) nos queda: 
(3.9) 
donde Qy es la componente del vector QE en la dirección y, de modo que Y= Qy +y Notemos que la 
coordenada local Z del cuadrupolo la podemos igualar a la coordenada global z. 
CAPÍTULO 8. PRESENTACIÓN DEL SISTEMA 25 
Para calcular la fuerza que indica (3.4) es necesario tomar un infinitesimal de fuerza y luego integrarlo 
respecto al parámetro A. La fuerza magnética en el segmento de espira dl debido a la corriente que circula 
por ella y al campo magnético dd cuadrupolo se escribe como: 
1 dFq = íedl x Bq 1- (3.10) 
donde dl = ídx + Jdy + kdz es d infinitesimal de longitud que muestra la figura 3.5. 
De aClWrdo a las ecuaciones (3. 7) el infinitesimal de longitud dllo podemos escribir como: 
(3.11) 
Al realizar el cambio de variables en el campo Bq con la.s ecuaciones panunét ricas (3.6) y al sistituir el 
dlen la ecuación (3.10) podemos obtener la fuerza Fq e integramos (3.10) respecto al parámE1tro A. 
(3.12) 
(3.13) 
Al operar el producto cruz indicado queda: 
(3.14) 
Para determinar los límites de integración debemos partir del supuesto que conocemos bien los puntos 
x2,1Y x2,2 en la figura 3.5, es decir, conocemos la posición inicial dd magneto. Despejando A de la ecuación 
(3.6) y reemplazando los valores conocidos como sigue: 
\ _ X2 , t -ax 
/\ in f - -b-,-
\ _ X2,2 - a x 
/\sup - bx 
(3.15) 
Para el ca.so general de cualquier magneto el límite inferior siempre lo debemos calcular en el punto 
por donde entra d vector dl (la cola en la figura 3.5) y d límite superior en d punto por donde sale (la 
punta de la flecha). Si posicionáramos el cuadrupolo en la ubicación Sur los límites de int egración serían 
como se muestra a continuación. Obviamente tendríamos que utilizar un campo magnético adecuado para 
esa ubicación. Los fragment os de la sección C. 1.2 muest ra la declaración de los campos magnéticos de cada 
uno de los cuadrupolos y dipolos. 
A· _ Y2,1 - a v 
mf - by 
A _ Y 2, 2-av 
sup - by 
(3.16) 
Notemos que ahora hemos utilizado Y2 ,1Y Y2,2 en lugar de x2,1Y x2,2, y ay y by en lugar de ax y bx, esto 
se debe a que nuestros puntos conocidos ya no están sobre el eje x sino sobre y, por tanto hemos utilizado la 
segunda ecuación del sistema (3.6) en lugar de la primera. 
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3.1.3. Determinación del torque en los magnetos 
Para iniciar la determinación del torque debemos recordar que éste se calcula a partir del centro de masa 
del objeto en cuestión, así en forma general la expresión para hallarlo la podemos escribir como: 
i'(t) = r(t) x F(t) (3.17) 
donde r(t) es el brazo de la fuerza respecto al centro de masa y F(t) la fuerza aplicada. 
Dipolo Norte 
o 
"O Q) 
...... o Vl y 
o UJ 
o 
-º 
ro o 
Vl Q. ,...,. 
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Dipolo Sur dl = idx + jdy + lcdz 
X 
Figura 3.6: Brazo de fuerza para el torque 
En la figura 3.6 podemos ver la ubicación del vector brazo de fuerza, por lo que este lo podemos escribir 
respecto al vector h(t) que ubica un segmento de recta respecto el sistema de coordenadas global y el vector 
centro de masa c(t), tal que r(t) = h(t) - c(t). Nuevamente tenemos que especificar un infinitesimal, sólo 
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que esta vez es un infinitesimal de torque di(t) = (h(t)- c(t)) x dF(t), de modo que el torque total en un 
magneto es 
i'(t) = {~~p ( h(t) - C(t)) X dF(t) (3.18) 
Nuevamente tenemos que integrar respecto al parámetro .\, sólo que esta vez no escribiremos explícita-
mente el resultado del producto vectorial porque no ganamos mucho al hacerlo. En lugar de eso posteriormente 
presentaremos detalladamente cómo escribir estas formas generales en la simulación (apéndice C.1). 
3.1.4. Fuerza de amortiguamiento 
Para producir el amortiguamiento de la espira en las direcciones x e y se utiliza la fuerza de "frenado" 
que experimenta un imán cuando se mueve a través de un tubo conductor no-ferromagnético [5, 7, 20] (ver 
figura 3. 7). Cuando el imán se mueve en el interior del tubo induce una corriente eléctrica en las paredes de 
éste, la interacción de esta corriente con el campo magnético del imán produce la fuerza magnética de retardo 
requerida para estabilizar la espira. 
Figura 3.7: Movimiento de un imán permanente a través de un tubo conductor no-ferromagnético 
La figura 3.8.b muestra cómo la pared del tubo es atravesada por las líneas de campo magnética del imán 
que se mueve con una velocidad v, cuando esto sucede se induce una corriente eléctrica di en el segmento 
de tubo dx. Un efecto similar también se produce cuando se acerca un pequeño anillo a un imán como lo 
muestra la figura 3.8.a. Nuevamente se presenta una fuerza de retardo y se induce una FEM debido al cambio 
del flujo magnético en el anillo dada [5] por 
Ei =.! (11 X iJ) · df = vDp (27ra.), (3.19) 
donde Bp es la componente radial del campo magnético, y la integral fue evaluada a lo largo del anillo. 
La componente axial de la fuerza Fx opuesta al movimiento del anillo a lo largo del eje x es 
(3.20) 
Para un imán en forma de disco que se mueve a través del tubo conductor, el campo Bes producido por 
el propio imán. Podemos considerar un pequeño elemento inmóvil del tubo en forma de anillo de espesor 
dx como lo muestra la figura 3.8.b, de radio interno y externo a y b respectivamente. Este anillo transporta 
una corriente eléctrica inducida debido al cambio del flujo magnético a través de éste. Por ello es necesario 
obtener una expresión para el campo magnético producido por el imán. 
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El campo puede ser inicialmente aproximado como siendo producido por un sencillo dipolo magnético. En 
coordenadas esféricas (r, cp, e), las expresiones de las componentes radial y colatitudinal, Br y Bp, del campo 
del dipolo está dado [11, 19] por 
B _ 2 cose sine r- J-L 3 ' Be= ¡_t-3-, 
r r 
(3.21) 
donde J-L es la magnitud del momento dipolar magnético del imán. En nuestro caso es conveniente cambiar 
de coordenadas esféricas a coordenadas cilíndricas2 (p, rp, x) ,donde el eje x el es eje del tubo; entonces, la 
componente axial Bx y la componente radial Bp del campo respectivamente está dadas por 
Bx = Brease - Besine = J-L 512 [ 2 
3
x 2 - 1] (p2 + x2) p + x (3.22) 
3¡_txp 
BP = Brsine +Becase= 1 · (p2 + x2)5 2 (3.23) 
Al insertar la expresión anterior en la ecuación (3.21), obtenemos para la FEM inducida Ei, 
(3.24) 
Tubo 
X 
FEM (e) 
(a) (b) 
Figura 3.8: Inducción electromagnética. (a) Inducción en un pequeño anillo. (b) Inducción en un segmento 
de un tubo conductor. 
Si a es la conductividad del material de la pared del tubo y dA denota el área de sección trasversal de un 
pequeño anillo, de longitud l = 21ra, entonces la conductancia de este anillo es dC = a dA/ l, y la corriente 
inducida di a lo largo de tal anillo puede ser expresada como 
(3.25) 
Denotando con la letra e es espesor del tubo, la fuerza magnética dF de un pequeño anillo de extensión 
dx está dada por 
dF = lBpdi = (27ra) B~avedx (3.26) 
ó 
2 (3¡_t) 2 u2du dF = ( 21ra ) ave 3 5 , 
a (1 + u 2 ) (3.27) 
2 Tradicionalmente es seleccionada la letra z para representar la coordenada axial en coordenadas cilíndricas, sin embargo, en 
este caso por comodidad hemos seleccionado la letra x para la coordenada axial. 
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donde hemos recurrido a la ecuación (3.23) e introducido una nueva variable u con x = au. 
Aplicando el principio de acción y reacción, la expresión anterior sirve para representar la fuerza que un 
anillo infinitesimal del tubo que ejerce una fuerza sobre el imán que se m1.wve a lo largo del eje axial del tubo. 
Integrando la ecuación (3.27) a lo largo del tubo obtenemos la fuerza de retardo efectiva sobre el imán, 
j = ( 2 ) (3p,)2 u2 du ( 2 ) (3Bo)2 f F = 27ra crve 3 5 = 27ra crve -- -, ~= a (1 + u2) 2 7r (3.28) 
donde f es una constante obtenida al evaluar la integral sobre la variable u del lado izquierdo de la 
ecuación anterior, a saber 
57r 
256 
(3.29) 
Un sólo valor del campo magnético, B0 = 2p,jxg, ha sido introducido en la ecuación (3.28) . Este B 0 es 
sólo un valor práctico: este es el campo magnético en el punto axial de coordenada x 0 , medido desde el centro 
del imán. 
Finalmente, establecmnos la fuerza magnética de arnh..,tre (Fa(t)) sobre el imán que está dada respecto a 
las ecuaciones (3.28) y (3.29) como: 
(3.30) 
donde j3 está dado por 
(3.31) 
una constante que representa el arrastre magnético, o amortiguamiento sobre el movimiento del imán, 
producido por las corrientes de Foucault inducid<h.., en el tubo. 
Para estabilizar el movimiento de la espira se ubica un arreglo de amortiguadores como lo nnwstra la figura 
3.9, unos para atenuar las vibraciones en la direcciones x e y y otros para atenuar i<h.., rotaciones alrededor del 
eje z . Los imanes están adheridos a la plataforma que sostiene la espira de levitación y los tubos a la mesa 
del laboratorio. Se ubican de esta manera para evitar inducir corrientes en la espira debido al movimiento de 
los imanes de los amortiguadores. De este modo podemos escribir l<h.., fí.wrz<h.., F(t) y el torque T(t) de arr<h..,tre 
magnético en cada una de las direcciones que sugiere la figura 3.9, 
(3.32) 
donde hemos adicionado el coeficiente de arrastre debido a la rotación f3r;. a partir de la CJq)resión deducida 
desde la cinemática del movimiento circular con velocidad angular W z . El torque ( Ta) z en la dirección z debido 
a uno de los tubos curvos de la figura 3.9 se puede mq)resar como: 
(3.33) 
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Figura 3.9: Arreglo de amortiguadores para estabilizar el movimiento de la espira de levitación. 
3.2. Control electrónico 
Como ya hemos mencionado, cada vez que se tiene un cuadrupolo éste enfoca en un plano pero desenfoca 
en otro perpendicular al anterior, en nuestro caso, debido a la disposición de los magnetos, el desenfoque 
en los planos xz y yz, de acuerdo a la orientación Este, Norte, Oeste o Sur (ver figura 3.1). Para evitar 
que la espira se pegue a las paredes de los magnetos o rote descrontroladamente se introduce un control 
Proporcional-Derivativo (PD) [18] cuyo esquema general lo muestra la figura 3.10. 
+ 
D K dz(t) d dt 
Figura 3.10: Esquema control PD 
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(a) (b) 
Figura 3.11: (a) Velocidad del centro de m<J..'5a ilcM y tangencial ilt de un segmento de espira. (b) dirección 
de las fuerzas en un cuadrupolo 
(a) 
Figura 3.12: Dipolo magnético 
En la figura 3.11 podemos observar que al pasar la espira por la parte superior del cuadrupolo hay una 
fuerza hacia arriba y si pasa por la parte inferior la fuerza se produce hacia abajo. Esas son las fuerzas que 
se deben contrarrestar. Cuando la espira esté ubicada en e = 6 y no haya rotado alrededor de cualquier eje 
las fuerzas de las que estamos hablando no aparecen (ver ecuación 3. H) , sólo lo hace cuando la espira rota 
o se traslada en la dirección z. En est <J.-.'5 condiciones<! (e = O; a = f3 = 1 = O) los dipolos generan un campo 
magnético que al interactuar con la corriente de la espira produce la fuerza suficiente para sostener el peso 
de la espira y entonces ésta levita. Ahora, si el segmento de espira está por encima del centro de cuadrupolo 
( Z > O) debe bajarse la corriente del dipolo y si el segmento está por debajo de centro del cuadrupolo ( Z < O) 
debe subirse la corriente dd dipolo (ver figura 3.11.b). Este mecanismo constituye el control proporcional 
que puede ser escrit o como sigue: 
(3.34) 
aRecordemos que las letras mayúsculas Z e Y representan las coordenadas locales de los magnetos y las minúsculas las 
coordenadas que se miden respecto al s istema de referencia global. 
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donde B p es d campo magnético proporcional que se debe aumentar o disminuir en el dipolo para 
contrarrestar las fuerza,<; desenfocantes de los cuadrupolos. En otras palabras, el control electrónico está 
integrado en los propios dipolos. 
Pero un control proporcional no amortigua las oscilaciones resultantes, para hacerlo es necesario d control 
derivativo que puede ser escrito como: 
(3.35) 
donde Bd es el campo que depende de la velocidad lineal total en la dirección zeta (vz,z) del segmento 
espira que atraviesa el dipolo y Kd la constante del control derivativo. De modo que el campo total del dipolo 
es 
1 BD(t) = Bnom + Bp(t) + Bd(t) 1 (3.36) 
donde Bnom es el campo nominal que debe mantener el dipolo para sostener el peso de la espira cuando 
Z=O. 
Como se mostró en la sección 2.2.5 la velocidad lineal total vz de un segmento de espira tiene dos compo-
nentes, una debido a su traslación ( Vcm) y otra debido a su rotación ( Vr = w x T), de modo que 
(3.37) 
donde V z es la velocidad del centro de masa de la espira en la dirección z. Notemos que para el control 
electrónico sólo se tiene en cuenta la velocidad total en la dirección z, pues en las otras direcciones la 
estabilización de espira se logra con elementos pasivos, en este caso los cuadrupolos. 
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4.2. Oscilaciones forzadas 
f)tro f<.>nrw. d(' pntnrhar d sistema.._ difcr¡·ntí.' a la antn·ior cuando ~e sacaba se ~us posickmcs de cqmllt.•n•J, 
es excitado con un;:J pcrturbttóón periódica que puede YttrÜü' en un amplio r;mgü de frccucncÜJ~'- Ltt figurtt 
,t,s podcrrhJS ver la rcspuc:->la dd :-:;isl cma cuando es cxcil ado con una pcrl urbaci(Hl cxlcrna en la dirección 
x, lo pn)pio rnuc:'tn1 la figura 4.6 pt'I'O en la din:cciún y. E:c: de nt)tar qut' tales perturbaciones produce unas 
pequen'"' oscilacionet: en la dirección x urden de los nanómetros). lo que ser atrih-uidu a los r-uidut: 
inherente del control cledrónico y al m{todo de soluciún de las EDO. En la dirección z las cosas son 
difen'ntc: prÜIH'I't\ la <'Spira súio oscila Fn la d1n:cción z, y :c:eg·nndo: mÜ'ntn1s est(: presente la p<'"rtnrh<1ciún nn 
se d movimiento: por lo (J.U(' ¡·s iw·vitabk' mantí.'ncr ('0as oscila.ckmes en l)rdcn de las micras 
como lo muestrtt ltt figurtt 4. 7. C;1he anotar que desde la ~-ümJbción podemos htn~er menores la ;m1plitudes 
de t):c:cilaciún en la dir:ección z, ~¡in t'mb<n:go, en la pnídica t)btcner los ;.-alort'~> <1propiados de 1<1~> constante 
ret:ultaria demasiadu cut:tut:o en tórminut: de equiput: de laboratorio. Lo í.JUe rrnJet:tra (fUe aún falta de 
trabtdo pttr·a afinar d ~).Jntrol dectrónico. E-n futuras incursiones seguramente se solucionar;!. este pequeño 
inc<mvcrlÍcntc. 
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Posible apariencia del sistema 
Gracia::; a la de l•.J::> programas ;)D _fHJtkmos HhJ::>lrar una imagen de la idea (!,!tí' lcncmos dd si:-:;lcma 
tt'I·minado. La figura "'1.8 t'Imcña d sistcm<1 c··rrónulo Lab'·· 1;, primt'I'a palabra pn.wcnicntc dd lenguaje music;,l 
hace referencia a vibraciuncs y la scgnnda a laborn.toriu. Esta fig-ura fue realizada con d programa Sketcldi¡; 
cuya platafonntt grúfka es openGL p_;), 17]. Cada dipolo cstú marcttdo con la ubicación que le corTcspondc. 
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Figura 4.9: Vista de la animación de la simulación, versión simplificada 
4.4. Algunas ventajas del sistema presentado 
Las vibraciones espurias ocurren en un amplio rango de frecuencias y las investigaciones que hemos 
mostrado en los antecedentes sólo reportan un rango bastante reducido de frecuencias en donde sus equipos 
pueden atenuar los ruidos. El pico de frecuencia de resonancia está fijo, por lo que cuando el ruido de acerca 
al frecuencia de resonancia natural del equipo, éste deja de ser eficiente. El sistema que presentamos, que 
hemos denominado Tr'érnulo Lab, puede ser prof,>ramado para que detecte la frecuencia de vibraciones espurias 
y cambie su frecuencia de resonancia natural a una lejana a la frecuencia del ruido, lo cual implica que el 
amortiguamiento será más rápido. Definitivamente esto brinda una ventaja de Tr'érnulo Lab comparado con 
otros equipos. También podemos decir que no encontramos, al menos en la revisión bibliográfica que hicimos, 
que otros equipos de su misma clase atenúen efectivamente las vibraciones espurias cuando éstas permanecen 
constantes, es decir, que no sean pulsos de perturbación sino vibraciones que están presente siempre. Trémula 
Lab sí logra atenuar los ruidos aunque éstos sean constantes en cinco de los seis f,>rados de libertad. 
Capítulo 5 
Estimación de costos del prototipo 
5.1. Fuentes de poder 
Se necesita dos fuentes de 40V a 20A, una para los dipolos y otra para los cuadrupolos. Es necesario que 
estas fuentes tengan una buena línea de regulación y bajo ruido. En este documento incorporamos la línea 
de fuentes de poder de la empresa Protek, pues cumple con la.'l características deseadas. Para aliment ar los 
equipos electrónicos es necesario una fuente de poder dual lo suficiente robusta para que soporte toda la 
circuitería necesaria para poner en marcha el prototipo (ver tabla 5.1). 
Cantidad Equipo Referencia Descripción Precio unitario Sub Total 
2 Fuente de poder Protek - 40V, 20A 5 ,000 10,000 
1 Fuente de Poder Protek i~205L O a ±30V O a 5A 408 
4 Dipolos D-Pace Campo 1.4'1', largo 98.57cm :w,ooo 120,000 
8 Cuadrupolos D-Pace Campo max. l'I"esla 20,000 160,000 
4 Sensores ultrasónico Pe pperl +fuchs d istancia max. ()Omm 70 280 
TOTAL (US) 290,688 
Cuadro 5.1: Costos de los equipos requeridos 
5.2. Electroimanes 
Luego de realizar las cot izaciones de los equipos correspondientes para la construcción de un posible 
prototipo (ver 5.1) se puede observar que los costos son elevados respecto al presupuesto de los proyectos 
de invest igación que se manejan en la Universidad Nacional de Colombia, alrededor de 290,688 dólares 
americanos; al cambio actual, unos 534 millones de pesos colombianos aproximadamente. Los cuatro dipolos 
(figura 5.2) tiene un precio de $120,000 (US) y los ocho cuadrupolos (figura 5.1) $160,000. Estos precios 
precios incluyen el diseño, construcción y puesta en marcha de los electroimanes, sin sumar los costos de 
importación desde Canadá hasta Colombia. 
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(a) (b) 
Figura 5.1: Cuadrupolos magnóticos. (a) Cuadrupolo refrigerado por agua. (b) Cuadrupolo refrigerado por 
aire. 
Figura 5.2: Dipolo magnótico 
Apéndice A 
Álgebra de cuaterniones 
A. l. Definición de cuaterniones 
En lo sucesivo, un cuaternión será denotado con una letra minúscula. En particular usamos z, 3 y k la 
ba.se ortogonal estándar para. R 3 como 
(1, O, O) 
3 (0,1,0) 
k (0,0,1) 
para escribir la parte vectorial del cuaternión. Ademá,o.; tenemos que recordar que 
o2 o2 k" 2 ""k" 1 Z = J = = ZJ = ~ 
y los productos 
z3 k = ~3z 
3k = z = ~k3 
k:z =3 = ~zk . 
Un cuaternión, como su nombre lo sugiere, puede se considerado como cua.drupleta. de números reales, 
esto es, como un elemento de R4 . En este caso podríamos escribir1 
Podríamos adoptar una manera alternativa de representar una cuaternión . Primero, definimos una parte 
escalar (qo) y una parte vectorial (q), que es un vector ordinario en R 3 
Ahora podemos un cuatcrnión como la suma 
1 No se debe condufir un cuaternión con un cuadrivector, que también t iene cuatro componentes, pues son objetos matemáticos 
diferentes. 
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Igualdad y adición 
[nidcmos diciendo que dos ~~uatcrnioncs son iguttlcs si y sólo si ellos tienen cxttdamcntc los rnismos 
componcntctL csl-o ce,; para decir que si 
entonces p = q. si y súio si 
(U) 
Cach cuatc-¡·niú¡¡ q ticm' •m ncg<1tlvn o ÜrFn·sn aditivn. dn10tadn por ---q. 
A.3. M ultiplicadón 
T<d corno <'n el C<1SO de vcctnn:" Fn R:\ d prodncto de un escalar y un c•uücrnión e" dFilnidn de manera 
sencilla. Si e ('S un escalar :;,e q i ·l ClPÜ('rniún 
cnton~~cs el prüductü dd ~~uatcrnión q y d cs~~alttr· e cstú dado por 
J\otcmos que el n:sTdt;1dO es otro ~~ruftcrnióiL c4o e~', d cnnjunto de lns cuatc-rninncs es ccrrr1-do bttjo 
mull por escalar. El pr'l)dlu:l o de dos cualcrnioncs es mú.:-:; complicado, csl a Elcb1· ser Elcfinida Lcrli1:wlo 
en cuenta lo~> ~>iguit'nte:c: pn)ductt):c: cspccü,lc~> 
i2 :? = k2 = í'}k = ----1 
i.i j~ - ---- .ií 
Jk ~ í ~-k} 
Id ~ J ~ -ík. 
pq = Po'lfJ f/, if 1 Poif 1 qofl 1 flx if. (\.2) 
A.4. Complejo conjugado 
Asi corno en d ;ilgebrtt de n(uneros ~)Jmplcjos se define u-n complejo conjug;ttdo. tamhi(:n podemos definir 
d cornpl(~¡o conjugado para m1 cnatcrnión 
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(A.3) 
Además, resaltamos la,,.., siguientes propiedades 
( ) * * * pq = q p (AA) 
q + q* = (qo + if) + (qo- if) = 2qo (A.5) 
donde 2q0 es un escalar. 
A.5. Norma de un cuaternión 
Otro concepto importante relacionado con los cuaterniones es la norma de un cuaternión. La norma de 
un cuaternión q, denotado por N(q) o lql, a veces llamado longit·ud de q, es el escalar definido por 
N(q) = y/q*(j (A.6) 
Si usamos la definición de producto, junto con el hecho que para un vector ;¡tenemos ;¡ x ;¡ = O, podemos 
calcular 
(qo + if) (qo- if) 
qoqo - ( -if) · q + qoif + ( -if)qo + ( -if) X q 
q6+if·q 
q6 + qi + q~ + q~ = lql 2 
Cuando la norma es igual a uno, entonces decimos que el cuaternión es ·unitarioo est á normalizado. 
A.6. Inverso de un cuaternión 
Usando la idea del conjugado de un complejo y la norma de un cuaternión, podemos mostrar ahora que 
un cuaternión diferente de cero tiene un inverso multiplicativo designado por q- 1 , tal que 
Ahora, si mu ltiplicamos en ambos lados por el complejo conjugado q*, podemos escribir 
Dado que qq* = N 2 (q), obtenemos 
-1 q 
Anotemos aquí que si q es unitario, entonces el inverso es simplemente el complejo conjugado 
(A.7) 
(A.8) 
Apéndice B 
Derivada de cuaterniones 
Una fórmula para obtener la derivada en el tiempo del cuatemión q(t) es la siguiente. Recordemos que 
la velocidad angular w(t) indica que el cuerpo está rotando instantáneamente alrededor del eje de w(t) cuya 
magnitud es lw(t) l. Supongamos además que permanece con una velocidad angular con stante. La rotación 
del cuerpo después de un período de tiempo D.t es representado por la ecuación (ver (2.29)) : 
[ lw(t )ID.t ( . lw(t ) ID.t ) ( C(t) )J cos 2 , sm 2 lw(t) l 
Calculemos q(t ) en un t iempo particular t0 . En el tiempo t0 + D.t (para D.t pequeños), la orientación del 
cuerpo (con una precisión de primer orden) es el resultado de la primera rotación por q(to) y luego sigue 
girando con una velocidad w(t0 ) durante el tiempo D.t. Combinando las dos rotaciones, tenemos 
(t + "t) = [ lw(to) ID.t ( . lw(to) ID.t) ( C(to) )J (t ) q o u cos 2 , sm 2 l w ( to) l q o . (B.l) 
Haciendo la sustitu ción t = to + D.t, podemos expresar esto como 
() - [ lw(to)l (t - to) ( . lw(to) l (t - to) ) ( w(to) )J ( ) q t _ cos 2 , szn 2 lw(to) l q to (B.2) 
Vamos a diferenciar q(t) en el tiempo t0 . Primero, dado que q(to) es una constante vamos a diferenciar 
En el tiempo t = t0 , 
Similannente, 
[ 
lw(to)l (t - to) ( . lw(to)l (t - to)) ( w(to) )J 
cos , szn -
1 
- ( - ) l . 2 2 w to 
d lw(to) l (t - to) 
dt COS'-----'----'--'-2-'--- ~ 
lw (to)l . lw(to) l (t - to) 
- -
2
- szn '-----'----'-'--
2
'__ _ _._ 
_ lw(to) l s inO = O 
2 
lw(to) l lw(to) l (t - to) 
-
2
- cos 
2 
lw(to) l cosO = lw(to) l 
2 2 . 
Así que, en el tiempo t = t0 , 
(B.3) 
(BA) 
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q(t) !!__ { r lw(to)l (t- to) ( . lw(to)l (t- to) ) ( w(to) )l ( )} dt leos 2 ' szn 2 lw(to) l q to 
!!__{l lw(to)l(t-to) ( . lw(to)l(t - to) ) (w(to) )l} () 
d cos , sz n l ~ ( ) l q to t 2 2 w t0 (B.5) 
r lw(to)l w(to) l 1 ~ lo, - 2 -lw(to)l q(to) = 2 [0, w(to)] q(to ). 
El product o [0, w(to)] q(to) lo podemos escribir en 1.ma forma abreviada w (t0 )q(t0 ), así, la expresión general 
para q(t) quedaría 
. 1 q(t) = 2w(t)q(t) (B.6) 
Apéndice C 
Método de simulación 
C.l. Descripción de la simulación 
Para realizar la simulación utilizamos ellcnguaje de programación C+ como plataforma base [H], y las 
demás herramientas que muest ra la tabla C. l. Los constructores de las librerías de ROOT tienen como pre-
fijo la letra T (TVector3, TQuaterinion, .. . ) y los constructores de GLS las combinación gls_ (gsl_function, 
gsl_ integration _ workspace, ... ), todo corriendo bajo una versión de Linux [21J. En esta sección vamos a 
encontrar unos recuadros con d rót ulo "fragmento", allí se encuentran consignadas las lineas de código in-
dispensables para entender la simulación. En estos fragmentos hemos quitado líneas de código en los lugares 
que están marcados con el símbolo " ... " para no hacer exageradamente eJo..-tensa la presentación. 
Cuadro C.l: Recursos computacionales 
Recurso Descripción del recurso 
c. Lenguaje de programación como plataforma base 
ROOT Serie de librería desarrollada,.., en el CERN para procesamiento datos y simulación 
GSL Serie de librerías científicas desarrollas por el equipo GNU 
GnuPlot Programa para la presentación de gráficos desarrollado por el equipo GNU 
OpenGL Librerías para el manejo de gráfico 3D en tiempo real (Real Time) 
Pov-ray* Programa para realizar gráficos 3D de excelente calidad 
SketchUp* Programa desarrollado por Google bajo OpenG L para realizar gráficos 3D 
C.l.l. Declaración del sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (ODE) 
La simulación inicia con la carga del archivo "condiciones_ iniciales. tJ:t'' cuyo contenido parcial lo podemos 
ver en el fragmento C. l. En él se encuentra los estados iniciales de los controles (líneas 1-4), las condiciones 
iniciales que se cargan posteriormente (fragmento C.3) , los parámetros de inicio, entre otras datos necesario 
para la simulación. En el fragmento C.2 podemos ver la rutina que carga los datos desde el archivo, la función 
que hace posible esto está ubicada en la líneas 8: :;trtok(b·uf, "··-- ''). Esta función rompe una cadena de teJo..-to 
donde está el delimitador",,, y luego lo guarda en un Array1 . 
Fragmento C.l: Archivo condiciones iniciales 
on otT Q=l.O control de en cendido de los cuadrupolos ( on=l o ff=O) 
on off D=l.O control de encendido de los di p olos 
1 Para mayor información invitamos a revisar la documentación oficial de C+ + en http:/ / WI\'W.cplusplus.com/ 
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on_ off_ carga= 1.0 control_ de_ carga 
4 on off control =LO control electrónico en z 
cx=O.OOO m 
vx=O.OOO mjs 
cy=O.OOO m 
vy=O.OOO mjs 
cz =().000 III 
10 vz=O.OOO m/ s 
11 beta=15.0 unidades? 
12 beta rotacion =4.0 '?'?unidades 
13 eje _ x = O.O orientacion inicial de la_espira 
14 eje _ y=O.O orientacion _ inicial _ de _l a _espira 
1; eje _z=1.0 orientacion _ inicial _ de _l a _ espira 
H< angulo _ rotacion=-5.0 grados 
17 f exc x=O.O Hz frecuencia de excitación en la dirección 
H• x f_exc _ y=O.O Hz frecuencia de exci tació n en la dirección y 
19 f exc z=O.O Hz frecuencia de excitación en la dirección z 
2 0 A exc = O.OOO m 
21 K D=l.225 Njm.A2 
Fragmento C.2: Rutina para cargar datos de archivo 
int main(int argc , char **argv){ 
4 ifstream condiciones("condiciones _ iniciales . txt ", ios : :in); 
if ( condiciones){ 
co u t <<" Leyendo. condiciones. iniciales " <<" \n" ; 
while (!condiciones. eof () ){ 
10 
11 
13 
14 
15 
n = O; 
c ondicion es. ge tline ( buf, 1 00); 
word[n] = strtok(buf , "=") ; 
while (word[n] != NULL){ 
if(n== O) cout ·:.:·:.:id_ condiciones << " · " 
if(n==1){ 
cout <<atof ( word[n]) ; 
condiciones _ inici a le s [ id _ condiciones] 
id condiciones·"·i .. : .  · 
17 } 
H• if ( n==2) cout <<"." <<word[n ] <<endl ; 
19 n ·i +; 
2 0 word [n] = st rt o k(NULL, " ."); 
21 } 
22 } 
23 d e le t e buf ; 
24 buf = NULL; 
<< word [u ] 
atof(word[n]) ; 
Fragmento C.3: Condiciones iniciales 
int m ain ( int a r gc, char **argv){ 
4 double Y [ 1 3] = { q (O) , q ( 1 ) , q ( 2) , q ( 3) , 
L(O) , L (1) , L (2) , ex , vx , cy , vy , cz, vz } ; 
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Luego de haber hecho la carga de los estados de los controles, el valor de las variables y parámetros, 
se guardan las condiciones iniciales en el arreglo que muestra el fragmento C.3, éste hará parte del sis-
tema de ecuaciones diferenciales cuya configuración m1.wstra el fragmento C.4. Allí se puede ver un sistema 
de ecuaciones que utiliza el método de Runge-Kutta de octavo orden de pasos adaptativos [3] (linea 1: 
"g8l_ odeiv _ 8tep _ rk8pd"), la declaración del puntero del paso * 8 para un sistema de trece ecuaciones (línea 
2: "g:;l_ odeiv_ 8tep_ alloc (T, 13}"), la declaración del paso de control *e y la asignación al punt ero evolución 
* e del sistema de trece ecuaciones (líneas: 3 y 4). En la línea 6 podemos observar el inicio de un bucle while, 
que a diferencia de otros lenguajes de programación como lVIatLab en el que el resultado de las ecuaciones 
difenmciales se devuelve completamente en una matriz, con las librerías GSL podemos hacer evolucionar paso 
a paso el sistema, con la gran ventaja que podemos modificar a nuestro antojo los parámetros a medida que 
evoluciona el sistema, es decir, ya no podríamos decir que los parámetros son totalmente valore8 fijo:; en toda 
la evolución de un sistema de ecuaciones. En el transcurso de la presentación de la simulación iremos viendo 
que los parámetros no son tan fijos, pero de toda,.., maneras aún podemos seguir en parte con su misma defini-
ción. En la línea 7 se establece propiamente el sistema de ecuaciones: se pasa la función rigidBody que tiene 
el sistema de ecuaciones como tal, el jacobiano 124] jac2 de la función anterior, el número de ecuaciones y los 
parámetros. En este caso el jacobiano (fragmento C.5) es una función que no realiza ninguna modificación 
a la simulación. Generalmente se utiliza para brindar mayor estabilidad al método de solución de las EDO; 
no lo desarrollamos porque no fue necesario. Volvamos al fragmento CA en donde entre las líneas 8 y 10 se 
aplica la evolución del sistema de ecuaciones. Observemos que se pasa las condiciones iniciales a través del 
arreglo "Y/13/'' que se declara en el fragmento C.3, es a través de este mismo arreglo por donde vamos a 
obtener los nuevos valores de la simulación (línea 13). 
Fragmento CA: Configuración de las EDO 
int main(int argc , char Hargv){ 
4 const gsl_odeiv_step_type * T = gsl_odeiv_step_rk8pd; 
gsl_odeiv _st ep * s gsl_odeiv_step_alloc (T , 13); 
gs l _ odeiv _ control *e = gsl _ odeiv _ control _ y _ new (h, 0. 0 ); 
gsl _ odeiv _ evolve *e = gsl _ odeiv _ evolve _ alloc {13) ; 
while( t <. tFinal){ 
10 gsl_ odeiv_system sys = {rigidBody, jac2 , 13 , &parametros}; 
11 int s tatus =gsl _ odeiv _ evolve _ apply (e , e , s , &sys , 
1::. &t , tFinal 
13 &h , Y); 
14 if (status != GSL_SUCCESS) 
15 break ; 
l<< q(O)= Y[O);q{1)= Y[l]; q(2)= Y[2]; q(3)= Y[3]; 
l7 
Fragmento C.5: Función del jacobiano 
int jac2 ( double t , const double y[ ] , double *dfdy, 
double dfdt [ ] , void *params){ 
return GSL_SUCCESS; 
4 } 
El núcleo de la simulación reside en la función rigidBody, allí se encuentra los cálculos de las fuerzas 
magnéticas (FM(t)) y torques (T(t)); la dinámica traslacional y rotacional. Para presentar esta función la 
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hemos divido en tres fragmentos. En el primero (fragmento C.6) se encuentra d código con que procesa 
la recepción de hh'5 condiciones iniciales y parámetros provenientes del sistema de ecuaciones del fragmento 
CA. Ttrvimos que truncar los valores dd vect or posición y velocidad con la función truncar( do·uble d, do·uble 
límite) entre llh'5 línCih'5 13 a 18 para evitar la deriva de la solución de llh'5 EDO [3J . Observemos lo fácil que 
resulta armar la mat riz de inercia (líneas 5 y 9 ) a partir de un array (límHh'5 6 a 8). En la línea 11 se declara 
el cu aternión q(r, í, j, k) y en la línea 12 el vector momento angular L = (Lx, Ly , Lz). Ahora prestemos 
atención a la línea 1 y 2; en el últ imo argumento de la función ri,qidBody se declara el puntero *paroms tipo 
voíd. En todos los ejemplos de GLS los parámetros t an sólo guardan un valor, pero nosotros necesitábamos 
p&'5<H' muchos valores como parámetros, para solucionar este problema utilizamos la relación entre punteros 
y array's. En lugar de p<hSar un puntero a la función rigídBody plhSamos un arreglo, luego en la línea 2 
convertimos el arreglo en un puntero que después podemos leer como un arreglo común y corriente (línC:h'> 7, 
21 a 24). 
Fragmento C.6: Recepción de valores iniciales y parámetros paras las EDO 
int rigidBody ( double t, const double y [], double ypunto [], void *params){ 
double *parametro=(double * )params; 
4 //arma el ten.~or de ínercÚ) del cuerp o 
T M atrixD I b ( 3 , 3 ) ; 
<< for ( int i=O; i <. 9 ; i +i){ 
data [ i)=parametro [ i]; 
} 
lb. Set MatrixArray (dat a ); 
10 
11 TQuaternio n q( y [3], y [O] ,y [1] ,y [2]) ; // dedrHr) el cur)t en :ón q ( r , í,j , k) 
12 T V ector3 L (y [4], y [5 ] , y [6]) ; // declara el vector momento angular L 
13 
14 double ex t runcar( y [7] , l.Oe-10); 
1:; double vx truncar(y[8] , 1.0e - 9); 
1<< double cy truncar (y [9] , l. O e - 10) ; 
17 double vy t runcar( y [10 ], 1.0 e -9); 
H• double cz t runcar(y[11] , l.Oe-10) ; 
19 double vz truncar( y [12 ), 1.0e - 9); 
20 TVector3 c( cx , cy , cz); // dedrHr) el vect o r centro de rr!fMf) e 
21 
23 
2 (< 
double i e 
double K_Q 
double ancho D 
double ancho Q 
= parametro [9 ]; // corn:ente de la e8píra 
= parametro[10] ; //Con.~tante de lo8 cuadrupolo.~ 
parametro[11 ); / / rmcho del Dipolo en m 
par ametro [ 1 2) ; // rH~ cho del Cur)d rup olo 
Luego de recibir l<h'> condiciones iniciales y parámetros se declaran los objetos c·uadrupolo y dipolo como 
inst ancia de hh'5 clases Cuadrupolo y Dipolo (líne<h'5 3 y 12 del fragmento C.7), se asigna los valores a los 
vectores a,b,Q y D (líne<h'> 4,5,6 y 14) y a los objetos mencionados. Los argumentos permitidos por el méto-
do SetDatos del objeto cuadrupolo son: q·uadrupolo.SetD atos(<TQ·uatemíon q>, <TVector.'l Q>, <TVector.'l 
a> , < TVector.'l b >, < TVector3 e>, < do·uble corriente- espiro> < ínt ·ubícacíon _ E f'ubícacíon_ Nubícacíon_ O f'ubícacíon _ 
<límite-inferior>, <límíte-:mperior>}. Con los métodos GetFuerza() y GetTorque(} se obtiene la fuerza y 
torque respectivamente. Algo parecido a la chhse Q·uadrupolo es la chh'5e Dipolo, sin embargo, esta última tiene 
m{h'> argumentos que la primera. Posteriormente daremos mayores detalles al respecto. 
Fragmento C. 7: Implementación de los objetos cuadrupolo y dipolo 
int r igidBody ( double t , const double y [] , double ypunto [] , void *params){ 
APÉNDICE C. kiÉTODO DE SIJVIULACIÓN 
Qu adrupolo quadrupolo; 
4 b. SetX (bx_ E); b. Sety (by _ E); 
Q. Set X (Ql_x_ E); Q. Sety (Ql~y_E); 
a. SetX (Ql_x_E ) ; a. SetY (Q1~y_E ) ; 
b. SetZ (bz_E); 
Q. SetZ (Ql_z_E) ; 
a. SetZ (Q1_z_E ); 
~ quadrupolo . SetDatos ( q, Q, a, b , e, K Q. i e. ubicacion E. x1 1. x1_2 ); 
fuerza fuerza quadrupolo. GetFuerza (); 
10 torque = torque quadrupolo. GetTorque (); 
11 
12 Dipolo dipolo; 
13 b.SetX(bx_ E); b.Sety(by_E); b.SetZ(bz_E); 
14 D.SetX(Dx_E); D.Sety(Dy_E); D.SetZ(Dz_ E) ; 
1:> a.SetX(Dx_E ) ; a.SetY(Dy_E ); a.SetZ(Dz_ E); 
H' di po 1 o . SetD a tos ( q , D , a , b , e , w, i _ e , i _ D , 
17 K_D,K_p,K_d,vz,on_off_eontrol,ubicacion_E, x1 , x2) ; 
H• fuerza fuerza dipolo. GetFuerza (); 
19 torque torque dipolo. Get Torque (); 
2 0 
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Una de las objetivos más complicadas de lograr en una simulación como esta es d cálculo de la fuerzas y 
torques adecuadamente; al contar con éstos sólo se debe aplicar la,.., ecuaciones difenmcialcs del sistema (2.32) 
y escribirlas con la notación que presenta el fragment o C.8. 
4 
10 
11 
13 
14 
15 
1({ 
17 
!;< 
19 
20 
Fragmento C.8: Dinámica rotacional 
int rig idBody (double t , const double y [] , double ypunto [] , void *params){ 
//D1:wimicrt rotrtn:orwl 
TQuaternion qpun t o = 0.5*(W*q); //4= ~wq 
y pun t o [O] qpun t o (O); //1ft = q; 
ypunto [ 1] qpunto ( 1); //]!- = ~j 
ypunto[2] qpunto (2) ; ¡¡fc; = q~c 
ypunto [ 3] qpunto ( 3); /< ;¡ = rJr 
ypunto[4] torque .X() ; !!i,t-=rx 
ypunto[5] torque .Y(); //ddtY =Ty 
ypunto [ 6] = torque. Z () - b eta _ rotacion *W. Z () ; / /*- = Tz - (f3rot )wz 
/ /diwimú~ rt t rrH l rtc i o rw l 
ypunto [ 7 ] vx ; //~~ = Vx 
ypunto[ 8 ] = (- beta*vx i fuerz a.X()) / masa; 
vpunto [9 ] = vv ; ¡¡<i"L = v 
.. .. . / / dt y 
ypunto[IO] ( - beta *YY i f uerza. Y() ) / m asa ; 
ypunto [ 1 1] = vz ; / / %% = V z 
yp unto [ 1 2) = fu erza . Z () j m asa ; //~ = F~,z 
return GSL_ SUCCE.SS; 
¡¡~ _ -~ + FM x 
í í dt - m m 
í í dVx _ _ /3vy + FM,y 
í í dt - m m 
21 } / / end n:gídBo d y 
C.1.2. Declaración de las objetos quadrupolo y dipolo 
C.1.2.1. Clase Quadrupolo 
Lo primero que hace la clase Q·uadrupolo del fragmento C.9 para el método GetFuerza, que dev1.wlve un 
vect or, es verificar si ya se ha realizado una rotación, pues cualquiera de las dos clases (Quadrupolo o Dipolo) 
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puede realizarla, en caso que no se haya hecho la realiza con el método Rotate de la clase TQ·uaternion de 
ROOT. Recordemos que cualquier vector iJ en R 3 se puede rotar en el espacio de los cuaterniones al escribir 
un cuaternión unitario q, su inverso q1y al definir el cuaternión v = [0, iJ1, de modo que la rotación se realiza 
a.sí, 
1 Vrot = qvq' 1 (B.l) 
esto da como resultado otro cuaternión Vrot = [w, Vrot] del cual tomamos el vector i1,. 0 t, es decir, el vector 
ya rotado2 . Estas son las operaciones que en síntesis rmwstran las línea,.., 8 y 10. Tenemos que recordar que 
la expresión de código de la línea 9 no es ·una ec·uación, sino operaciones de suma y asignacióna. Cuando se 
realiza la rotación se parte del hecho que el vector centro de masa es e= O, es decir, cada vez que itera la 
solución de las EDO se parte de a= a0 , después de realizar la rotación sí se traslada como efectivamente lo 
muestra la línea 9. Se debe tener cuidado con el orden las operaciones, pues no es lo mismo primero trasladar 
y luego rotar que primero rotar y luego trasladar. 
Posterior a las rotaciones y traslaciones de la espira viene el cálculo de los límites de integración. Imag-
inemos que podemos seguir la ruta de la corriente como cuando se resuelve los circuitos con las leyes de 
Kirchhoff, siempre el punto por donde entre la corriente al magneto será el límite inferior y el punto por 
donde salga el límite superior. 
class Quad rupo lo{ 
private : 
Fragmento C.9: Clase Q·uadrupolo 
4 public : 
TVector 3 GetFuerza(void){ 
if ( rotacion = false ){ 
~ q.Rotate(a); ííarot =q(ao)q' equivale a = Rao 
l O 
ll 
l2 
l 3 
l 4 
15 
17 
l 9 
2l 
a= a i e::; 
q. Rota te ( b) ; 
r otac::io n = true ; 
}íí f?:n rotl~c1:ón 
if (ub ic:: acion = O 11 
lambdal = (lim_inf 
lambda2 = (lim _sup 
} íí fin ub ú:l~ c ion 
if(ubic::ac::ion = 1 
ííbrot = q(b)q1 equ1:vale b = Rb~ 
ííbl~nd <Tl~ que 1:ndú~ l~ que $e hizo l l~ rot l~ ci ó n 
ubic::acion = 2){ 
Q.X() ) j b.X0 ; 
- Q.X() ) j b. X0 ; 
/ í E$te u O e.~t e 
Í Í A! = X en~ - Qx 
'/ Í A! = Xoabl 2. qx 
• • X 
ííNort e o Sur 11 ubic::ac::ion = 3){ 
Q.Y O ) / b .Y(); 
- Q .YO )jb.Y(); 
lambda l = ( lim _ inf 
lambda2 = (lim _sup 
: n Yent - 9 y 
í/ "1 = by 
: n Yeal - Qy / /Al = by 
24 double params_x [l6] = {Q.XO ,Q.YO ,Q.Z() , 
2 0 a . X O , a . Y O , a . Z O , 
2<< b.X() , b. Y() , b . Z() , 
2 7 c:: .X() , c:: .Y () , c:: . Z() , K_Q, i _ e , O, ubic::ac::ion}; 
2' ... =>omiti do la dec::laración de params_y [l 6] y params_z [ l6] 
2 Puede consult ar el álgebra de cuaterniones en el apénd ice B 
a En programación de comput adores se suele u tili zar la sint axis t = t + 1 para escribir un acum ulador o contador , no una 
ecuación. 
29 
30 
31 
3 2 
3 3 
34 
39 
40 
41 
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gsl function Fx: 
Fx. fu nc::tion = &fuerza_ Q; 
Fx. params = Ó..'})arams x: 
gsl function Fy; 
Fy.func::tion =&fuerza Q: 
Fy. params = Ó..'})arams _y ; 
gsl function Fz; 
Fz .func::tion =&fuerz a Q: 
Fz. params = Ó..'})arams z: 
/ /lm = [f:,_:>..
1
2 Fx()..)d).., J:
1
2 Fy()..)d).. , J:
1
2 Fy().)d).j 
TVector3 fuerza= int egra l (lambda1, lambda2, Fx, Fy, F z); 
52 
43 return fuerza ; 
44 }// fin GetFuerw 
45 ..• =? omitido el método GetTorque ( .. . ) 
4 
l O 
11 
12 
13 
14 
15 
La clase Q·uadrupolo declara la función F1: (línea 29), a est a fun ción se le a.'ligna fuerza_ Q o torq·ue_ Q 
según el e<J..'30, adem(J..'3 se le asigna los parámetros que recibe la función fuerza_ Q (línea 31) . En el fragmento 
C.10 podemos ver el código de la función fuerza_ Q. En esta parte de la simulación en donde se realiza 
el cambio de variable de las coordenadas x, y, z con el parámetro .A de las ecuaciones parmnétrie<J..'l de la 
recta. Todos los valores del arreglo ''pararns _ '1:/16 j" en la línea 24 del fragmento C. 9 los recibe el puntero 
*pararn.> de la función fuerza_ Q. En la línea 6 del fragmento C.10 se declara el vector dL y en la línea 
siguiente el vector B, cuyos valores son establecidos según la ubicación del magneto como bien se puede ver 
en el fragmento. Posteriormente se encuentra la selección de la componente que se quiere integrar, así por 
ejemplo, si el parámetro orientación vale O ( orientaciow :ccO) se integrará la componente en la dirección x, si 
orientacioncccc l se integrará en y, si orientaciorrcc2 se integrará en z. El cálculo del infinitesimal dF de la 
ecuación 3.10 se realiza en la línea 31. Para finalizar, el fragmento C.9 se encuentra el llamado a la función 
integral, que devuelve el vector fuerza magnética de la cual hace referen cia la ecuación 3.14, como lo indica 
el comentario de la línea 41. En el fragmento C.ll se encuentra la manera en que se realiza el cálculo de I<J..'> 
fuerzas y torques con el método de integración adaptativa con sing·ularidades4 (líne<J..'l 8 y 10). Para evitar 
inconvenientes con la integración ést a se realiza en dos partes: desde el límite inferior hasta cero y desde cero 
h<J..'lta d límite superior, luego se suman los resultados (línea 12). Lo mismo se hace con cada componente del 
vector fuerza que al final se retorna a la cla.>e de donde fue llamada la función integral. 
Fragmento C.10: Función fuerza de cuadrupolos 
double fuerza Q ( double lam bda, void * p arams) { 
double *param etro = ( double *)params; 
double Qx = p arametro [O ]; 
int u bic aci on = parametro [1 5]; 
TVector3 dL ( bx , by, bz) ; 
TVector3 B; 
switch ( ubicacion) { 
case O: // E ,qfe 
B ( O) = 0. ; 
B ( 1) = K_Q<.<(-az 
B ( 2) = K_ Q* ( Qy 
b reak ; 
case 1: / /No rt e 
bzdam bda); 
ay - by*lambda); 
B (O) = K_Q*( a z + bzdambda) ; 
4 Se recomienda revisar el manual de GLS en http:í / WI\' IV.gnu.orgí so11wareí gsl/ manualí html_nodeí 
l(i 
17 
19 
20 
21 
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B(l) = 0.; 
B(2) = K_ Q:;.. ( -Qx 
break ; 
case 2: //Oe 8te 
B(O) = 0. ; 
B(l) = K_Q*( az -; 
B ( 2) = K_ Q* ( - Qy 
break ; 
case 3: //Sur-
B(O) = K_Q* ( -az 
B(l) 0. ; 
B(2) = K_Q* ( Qx: 
break; 
bzdambda); 
ay i by*lambda); 
} // erul .~ w ít eh ub 1:e a n:on 
TVect or3 dF = i _ e * ( dL.Cross(B) );// $djvee{F}=í_ e (djvee{L}\hm e8jvee{B}}$ 
switch ( orientacion ){ 
case 0: //com pente en x 
return dF .X (); 
break; 
case 1: / / componcte en y 
return dF .Y(); 
break; 
case 2: //componente en z 
r eturn dF. Z (); 
break; 
} / / end 8w1:tch 
fr:fuerza-Q 
Fragmento C.ll: Integrales 
TVector3 integra l ( double lambdal, double lambda2 , 
g s l function Fx , g s l function Fy , gsl func tion Fz) 
{ 
4 TVector3 resultad o ; 
double resultado x. resu ltado xl. resultado x2. error: 
<< gs l _ integ r ation _ workspac::e * Vv'X = gs l _ integration _ wor kspac::e _ a lloc:: (100 0); 
l O 
11 
1:l 
lJ 
14 
15 
1(< 
17 
H< 
19 
20 
21 
22 } 
gsl_integ r at ion _qags (&Fx, lambdal , O , O, l e - 7 , 1000, 
Vv'X , &resultado _xl , &error); 
gs l _ integ ration_qags (&Fx, O,lambda2, O, le - 7 , 1000 , 
Vv'X , &resultado _ x2 , &error) ; 
r esul tado x = resultado xl i resu ltado x2 ; 
gsl_ int egr at ion _ workspac::e_free (v.'X); 
.•. =? omitida l a integr ac::ión de las otras c::omponentes 
r esultado (O) resultado x: 
resultado(!) resultado y: 
r esult ado (2) r e su ltad o z: 
return resul t ado; 
fr:integralcs 
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En el fragmento C.12 se @Cuent ra la función torrj'ue_ Q que también es llamada por la cla.'ic Q·uadrupolo. 
Los elementos adicionales en la función torq·uc Q que no tiene la función fuerza Q son: en la función 
torq·ue_ Q se realiza la diferencia entre el vector-:-¡; y el vector 2 (ver ecuación 3.18) ~)ara calcular el t orque 
respect o al centro de masa (líneas 10 a 12) , se calcula el infinitesimal de torque d7 = r x dF (línea 21) y 
retorna las componentes del vector infinitesimal d7 en cada uno de sus componentes en lugar de dF (líneas 
23 a 33). 
Fragmento C.12: Función torque de los cuadrupolos 
double torque _ Q ( double lamb d a , void * p arams) { 
double *p ar amet r o = ( double *)params; 
double Qx = p aramet ro [O ]; 
TVector3 r ; 
double hx ax bx*lambda; 
double h y = ay '· by* lambda ; 
double hz = a z '· bz*l ambda; 
// r = j : h- e 
r ( () ) hx ex; / / r x = h x - Cx 
r ( 1) h y cy; / / ry = h y - Cy 
r(2) hz cz 
' 
íí / 7' z = h z - Cz 
int ubic acio n = parametro[1 5 ] ; 
TVector3 dL ( bx , by , bz); 
TVector3 B ; 
. . . =* Om itida la asign a ció n de cam pos m agnéticos 
es i dén tica a l frag mento a n t eior. 
TVector3 dF 
TVector3 dT 
i e * ( dL. Cr oss (B) ) ; // dF = ie(di x E) 
r. Cr oss ( dF ) u di' = r x dF 
s witch ( o r ientac i on ){ 
case 0 : 
return dT. X () ; 
break ; 
case 1 : 
return dT .Y() ; 
break ; 
case 2 : 
r e tur n dT . Z ( ) ; 
brea k ; 
} / / end sw1:tch 
fr :torque-Q 
C. l.2. 2 . C ontrol electrónico en la clase D ipolo 
La cla,'5e dipolo tiene incorporada el control electrónico de la dirección z . Como lo mencionamos anteri-
ormente, cada vez que se tiene cuadrupolo hay un plano en que enfoca y otro perpendicular a éste en que 
desenfoca. En el fragmento C. 13 se encuent ra la cla.'ie Dipolo, hay similitudes y diferencias entre esta cla.'ie 
y la clas e Q·uadrupolo . Entre los elementos adicionales marcados con el símbolo +-P tenemos: en la línea 11 
se declara d vector ro y en la siguiente línea se rota de acuerdo al cuaternión, luego se calcula la velocidad 
tangencial ilt del segmento de espira y en la línea H la componente en la dirección z de la velocidad tan-
gencial del segmento de espira para después sumarla con la velocidad dd centro de masa en la dirección z . 
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La diferencia también está en que en la clase Dipolo se llama la fun ción fuerza_ D y ton¡ue _ D en lugar de 
fuerza_ D y ton¡ue_ D. Entre la,.., funciones fuerza_D y torrj'ue_D se encuentra implementado propiamente 
dicho el control electrónico. La línea 8 del fragmento C. H presenta el campo magnético en condiciones de 
equilibrio de la espira (KDíD ), el campo para el control proporcional (K paz) y el campo para d control 
derivativo (Kdvt, z). Por último se encuentra d control de encendido o apagado, sólo puede tener dos esta-
dos: encendido cuando vale O y apagado cuando vale l. Lo mismo sucede en las líneas 12, 18 y 22 para las 
ubicaciones indicadas en el fragmento. 
Fragmento C.13: Clase Dipolo 
class Dipolo { 
private : 
4 public: 
10 
11 
12 
13 
14 
TVector3 GetFuerza (void){ 
if ( rotacion = false ){ 
q.Rotat e(a) ; 
a= a <::; 
q. Rota te ( b) ; 
TVector3 r (D) ; 
q. Rota te ( r) ; 
TVector3 vt = w.Cross(r); 
vt z = (vt•k) + vz; 
15 rota<::ion = true ; 
1<< }// fín ro tf~ c íón 
17 
f ' a r ot = q(ao)q' equ1:val e Ci = Raó 
í í ilt r as = ilrot + e 
brot = q(bo)q1 
í io = jj ;-f' 
Trot = q(ro)q1 <-f' 
Vt = w xi <-f' 
if( ubi<::aci on = O 11 
lambdal = ( lim _ inf 
lam bda2 = (lim _ sup 
} // fín ubú:a cíon 
ubi<::aci on 2) { 
19 
2 0 
21 
D .X O )/b.X0; 
- D .X O )/b.X0 ; 
23 if (ub icacion = 1 11 ubi<::acion = 3){ / / Norte o Sur 
24 l ambdal = (lim _ inf D .YO ) / b .Y(); 
25 l ambda2 = (lim _ sup - D.Y() )/b .Y(); 
2< } // fín ubú:a cíon 
27 double params_x[l8]= {a.X() , a.Y() , a . ZO , 
~~ b . X ( ) , b . Y ( ) , b . Z ( ) , 
29 <::.X() , <:: . Y 0 , <:: . Z 0 , 
Jo i e . iD. K D. K_p, K_d, vtz , on_off_<::ontrol , O , ubi<::acion} ; 
31 
32 
3 3 
34 
35 
J (< 
37 
3 9 
4 0 
41 
43 
gsl function Fx; 
Fx . fundion =&fuerza D ; 
Fx . p a r ams = Ó..'})arams x : 
gsl function Fy: 
Fy . f u n dio n =&fuerza D ; 
Fy . params = Ó..'})arams _ y ; 
gsl function Fz; 
Fz .fundion = &fuer za D : 
Fz . par ams = Ó..'})arams z: 
44 TVector3 fuerza = integra l (lam bdal , lambda2, Fx , Fy, F z ) ; 
u return f uerz a ; 
4<  }//fín GetFu e rzf~ 
lO 
ll 
l2 
l3 
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Fragmento C.l4: Función fuerza de dipolos 
double fuerza_D ( double lambda, void * params) { 
TVector3 dL(bx, by, bz); 
TVector3 B; 
switch (u bicacion ){ 
case 0: í í E.~ te 
B(O) = 0.; 
B{l) = -K_D * i D (K_p * az 
B(2) = 0.; 
break; 
case 1: í í Norte 
B(O) = K_D * D - (K_p * az 
B{l) = ().0; 
B(2) = 0.; 
break; 
case 2: í í O e.~ te 
B(O) = 0 . ; 
B{l) = K_D * i_D- (K_p * az 
B(2) = 0.; 
break ; 
case 3: ííSur 
K _eh vtz) * on _ off_ control ; 
K_ chvtz)*On _off_control; 
K_chvtz)*on_off_control ; 
B(O) = -K_D * i D i (K_p * az i K_d*vtz)*On_off_control; 
B{l) = 0.0; 
B(2) = 0.; 
break ; 
} ííewl $Wifch ubú~ru1:on 
TVector 3 dF = i e * (dL. Cross (B)) ; 
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